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Un certain nombre d’étudiants me faisant régulièrement part de leurs difficultés avec l’outil mathématique, et de leurs craintes par rapport à l’enseignement de biostatistiques, j’ai souhaité ajouter parallèlement au contenu du cours, exhaustivement retranscrit ici,  un certain nombre de précisions afin d’illustrer ou de clarifier les différents points abordés. L’ensemble de ces ajouts apparait en italique, le contenu stricto sensu du court apparaissant normalement. 

Bonne lecture.

Préambule : description de l’enseignement


L’enseignement se déroulera d’une part sur 4 cours magistraux : la séance du jeudi 20 mars est en effet annulée ! D’autre part, des E.D. sont prévus et correspondront à des résolutions d’exercices traitant de situations médicales.

Note Relecteur : Les Ed se faisant sur ordinateur, il faut une inscription préalable au secrétariat pour y assister.

Cette matière devrait retrouver un certain regain d’intérêt à compter de notre promotion car elle doit nous être utile dans la Lecture Critique d’Articles comptant pour les ENC. De plus, un certain nombre de notions étudiées en Biostatistiques se recouperont avec le contenu de l’enseignement d’épidémiologie.


Enfin, il est important de préciser que statistiques n’est pas synonyme de  probabilités (pour les traumatisés des probas) même si celles-ci peuvent être présentes.

Introduction

Les statistiques sont une vieille idée qui remonte à l’époque de l’ancien régime : l’objectif était alors, pour l’Etat, d’arriver à appréhender correctement sa population afin, par exemple,  de fixer la valeur de l’impôt (c’est toujours d’actualité) ou de connaitre sa capacité à lever une armée.

 Pour ces deux exemples, on cherche à connaitre  le revenu des habitants pour évaluer le montant qu’ils peuvent verser à l’impôt, ou encore le nombre d’hommes en âge de combattre et non indispensable à la bonne marche du pays, s’ils sont absents ou morts… 

Les anglais ont par la suite grandement contribués au développement des sciences statistiques avec un autre objectif : comprendre et décrypter les jeux de hasard. Il existe aujourd’hui une théorie des jeux. Il est à noter que la découverte de la théorie des jeux ne permet en aucune façon d’augmenter ses chances : ça n’est pas parce que vous connaissez votre probabilité de gagner au loto que vous avez plus de chance de gagner au loto ! Vous jouez juste en connaissance de cause.

Finalement, l’objectif commun à ces diverses motivations plus ou moins honorables reste le même : les statistiques ont pour fonction de dégager sur des ensembles nombreux une synthèse, une tendance : elles permettent de rendre intelligible une grande sommes de données qui, prises « brutes » ne sont pas très signifiantes.
IV. Pré requis

Il s’agit de savoir de quoi on parle. On commencera donc par définir un vocabulaire :

Population : il s’agit d’un ensemble, d’une collection, constituée d’individus ou unités statistiques. On caractérise sa taille en notant le nombre d’individus (ou unités statistiques) par la valeur [grand] N.

Ex : La population française se compose donc de 60 millions d’unités statistiques…
Caractère : On cherche en effet à caractériser la population. Il y a ainsi trois types de caractères :

· Caractères qualitatifs : la couleur des yeux par exemple

· Caractères quantitatifs [à valeurs] discontinues (ou discrètes) : nombre d’enfants dans un ménage.

· Caractères quantitatifs [à valeurs] continues : le poids, la taille…
Il est à noter que, dans une population donnée, les valeurs d’un caractère quantitatif (à valeurs continues ou discontinues) sont nécessairement bornées et comprises dans un intervalle entre un Min et un Max .

 Ex :
  Si on s’intéresse au poids des français,caractére quantitatif continu, toutes les valeurs seront comprises entre un Min (le poids du prématuré français le plus léger) et un Max (l’obèse français le plus lourd).
 Pour un caractère quantitatif à valeurs continues, le nombre de valeurs possibles dans l’intervalle est infini : 46 kg ; 46,5kg ; 46,5000001 Kg…

  Dans le cas d’un caractère quantitatif à valeurs discrètes le nombre de valeurs dans l’intervalle est discret ou fini 

Ex : en France le ménage ayant le plus d’enfants est 14 (maximum) , le moins étant évidemment 0 (minimum). La  valeur du nombre d’enfants peut prendre au maximum 15 résultats différents.

Echantillon : régulièrement, la population que l’on souhaitera étudier sera trop grande à aborder dans sa totalité. On sélectionnera donc une partie de la population. 

Il est à noter que, à partir du moment où l’on sélectionne un échantillon, se pose le problème de la représentativité de cet échantillon par rapport à la population de laquelle il est issu. On notera aussi que le résultat tiré de l’étude de l’échantillon comporte nécessairement une marge d’erreur par rapport à la réalité sur la population totale. On parle en générale d’intervalle de confiance à 95%  (95% de chances que le vrai résultat soit compris dans la fourchette annoncée).

Ainsi, les sondages en France sont réalisés sur un échantillon d’environ 1000 personnes qui doivent compter, pour être représentatif, la même proportion de jeunes, chômeurs, retraités, homme, femme (…) que la population française.  En général, le résultat donné n’est pas inclus dans un intervalle de confiance. En effet, annoncer une prévision de résultat d’élection à 52%/48% avec un intervalle de confiance de 3%, c’est tout de suite moins intéressant…

Recensement : c’est ce qu’on effectue lorsqu’on étudie la population. Lors du recensement, l’étude de la population peut 

 soit porter sur un seul caractère : on parle d’étude mono-variée, i.e. avec une seule variable statistique. 

 soit l’étude porte sur plusieurs caractères, deux ou plus : on parle alors d’études di- ou multi-variées.

Variable : comme le caractère varie, on l’appelle variable.

V. Recueil des données

C’est la première étape pour toute étude statistique. Le recueil des données va permettre de remplir un tableau statistique. Ce tableau prendra des formes différentes selon le type de caractère recueilli.

A. Recueil d’un caractère qualitatif

Dans une population de taille N, on peut donc associer à un état de caractère Ci un sous effectif ni (de ni sous-unités statistiques).

Un caractère qualitatif a, par définition, un nombre d’ « états » possibles fini. Par exemple, le caractère « couleur des yeux » peut prendre les états : bleu, vert, marron, noir.

	ci
	ni

	C1

C2

.

.

.

Cr
	n1

n2

.

.

.

nr


On peut ainsi avoir C1 = yeux bleus, C2 = yeux verts… les ni respectifs correspondant aux nombres de personnes ayant les yeux bleus, verts…

B. Recueil d’un caractère quantitatif discret

On introduit donc une variable statistique [grand] X dont les réalisations seront [petit] xi (à la place des Ci) .

Un caractère quantitatif discret n’admet pas non plus des états (qualitatif) mais des valeurs (quantitatif = nombre !) en nombre fini (comme on l’a vu en I).
	xi
	ni

	x1

x2

.

xr
	n1

n2

.

nr


C’est pareil que précédemment sauf qu’on a des nombres (ex : 3 enfants dans le ménage) à la place d’un caractère (ex : bleus)

C. Recueil d’un caractère quantitatif continu

Comme nous l’avons vu en I, les valeurs prises par un caractère quantitatif continu sont potentiellement infinies. On ne peut donc pas procéder comme précédemment sauf à avoir un nombre infini de ligne dans notre tableau, ou plus exactement égale à N (il n’y a pas deux français qui pèse, au dixième de gramme prêt, le même poids…). En procédant ainsi, on s’éloignerait complètement de l’objectif des statistiques : aller vers une synthèse (cf. intro).

Pour opérer, on divise donc l’intervalle global de variation, compris entre le Min (xo) et le Max(xr), en sous-intervalles, ou classes de valeurs .

Ex : on peut par exemple classer les français par tranche de 10 kg.
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· Les classes de valeurs sont des intervalles semi-ouverts (supérieur ou égal d’un coté / strictement supérieur de l’autre) : ainsi une valeur de X n’appartient qu’à un seul intervalle. Les classes de valeurs ne se chevauchent pas. Le dernier intervalle est une exception : il est ouvert, car la valeur Max n’est jamais incluse.

· Ex : ni est le nombre de français dont le poids, noté X, est compris entre xi-1 et xi, (entre 70 et 80 Kg si on veut)

VI. Analyse des données ou Synthèse

Après avoir rempli nos tableaux statistiques, on cherche donc à dégager une synthèse. Pour cela, on utilise plusieurs outils :
A. Fréquence relative

Comme N est un terme constant connu au départ, on a toujours :
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qui se lit « somme [sur i] des ni égale grand N »,  et qui signifie par exemple :

les personnes ayant les yeux bleus + celles les ayant verts + … = la population totale

Comme, en plus d’être constant, N est non nul, on a le droit de diviser des deux cotés par N :
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Ce qui est équivalent à (c’est l’inverse d’une mise en facteur) :
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               avec   ni /N =  fi

ni /N est alors noté fi, qui correspond à la fréquence relative (ni correspondant à la fréquence absolue).

Comme 
ni est un sous effectif de N i.e ni appartient à l’ensemble N

 ni est inférieur à N i.e. ni < N 

donc ni /N est nécessairement compris entre 0 et 1 i.e. 0< ni /N< 1 

(ou entre 0 et 100% si on préfère) !

La fréquence relative donne ainsi une information beaucoup plus synthétique et rapidement accessible. Savoir par exemple que la fréquence absolue des personnes entre 90 et 100 Kg est égale à 12 dans la population mesurée ne nous avance pas beaucoup, surtout si on ne connait pas la taille N de la population recensée. Mais savoir que la fréquence relative pour ce même critère est de 0,05 (ici on a pris N=240), cela fait immédiatement sens : on a 5% de personnes qui font entre 90 et 100 Kg au sein de cette population.

B. Synthèse graphique

Selon l’adage « un dessin vaut souvent mieux qu’un long discourt », la synthèse des données recueillies pourra efficacement être mise en lumière par un graphique, plus synthétique et rapidement lisible qu’un tableau de valeurs.

Le type de graphique dépend du type de caractère auquel on s’intéresse :

1. Graphiques associés aux caractères qualitatifs

[image: image25.wmf]0

5

10

15

20

25

30

Poids en Kg

50 à 55 Kg

55 à 60 Kg

60 à 65 Kg

65 à 70

70 à 75 Kg

75 à 80 Kg

80 à 85 Kg

85 à 90 Kg

90 à 95 Kg

95 à 100 Kg

Diagramme en « camembert » ou en « boite à chapeau » : chacune des « parts » correspond à un état du caractère auquel on s’intéresse, sa surface étant proportionnel au ni correspondant

Le camembert donne une lecture instinctive des proportions de chaque état, i.e. la valeur des fréquences relatives fi (ici, on voit facilement que fbleu vaut environ 0.25, i.e. 25%)
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On utilise aussi le diagramme en « tuyaux d’orgue ».

Il possède un avantage par rapport au « camembert » : on pourra faire apparaitre en ordonnée soit les fréquences relatives fi, soit les fréquences absolues ni (notre exemple),  la lecture visuelle des fi étant elle moins évidente.

2. Graphiques associés aux caractères quantitatifs discrets :

Ils ne diffèrent que très peu du diagramme en « tuyaux d’orgue », l’axe des abscisses (horizontal ) étant juste cette fois graduée numériquement (quantitatif = valeur numérique). 

Les tuyaux deviennent des droites verticales fines et on parle alors de diagramme «  en bâtons » ou « en peigne ».

On évitera alors d’utiliser des tuyaux, larges,  car ils débordent de la valeur discrète sur l’axe des abscisses.  Il est à noter qu’on peut aussi  très bien utiliser un bon vieux camembert (« vert » est remplacé par « 2 » par exemple).

3. Graphiques associés aux caractères quantitatifs continus
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On parle alors d’histogramme. Par rapport au graphique en tuyaux d’orgue, les rectangles ne sont pas disjoints mais accolés puisque les classes de valeurs (cf II C) se suivent et forme un continuum entre le Min et le Max. A ne pas confondre donc !

Ex : la population masculine de P2 + D1 de Bobigny : N=87 (totalement factice). On a choisi de présenter les résultats par classes de valeurs de 5 Kg. En ordonnée, les résultats apparaissent en fonction du nombre de personnes pour chaque intervalle (ni) : en divisant ces résultats par 87 on aurait aussi pu les présenter en fonction des fi avec une lecture directe des fréquences relatives pour chaque classe de valeurs.
C. Synthèse paramétrique : recherche de la Tendance Centrale

La représentation graphique permet de saisir rapidement les grandes tendances des résultats recueillis. Dans l’exemple précédent, on peut ainsi immédiatement repérer une accumulation de valeurs avec un étalement des deux cotés. On cherche maintenant à caractériser cette tendance centrale. La tendance centrale peut être caractérisée par plusieurs paramètres : 
1. Le mode

Définition : le mode est la modalité (i.e. état ou valeur ou classe de valeurs) qui possède l’effectif réduit, ni, le plus grand (i.e. la fréquence, absolue ou relative, la plus élevée). Le mode est noté Mo.

Dans le cas d’un diagramme en tuyaux d’orgue ou en bâton, le mode est accessible immédiatement : c’est le plus grand rectangle (ex : pour la couleur des yeux, c’est marron). Mais pour un histogramme, la lecture graphique nous donne non pas une valeur modale mais une classe modale (i.e. un intervalle : dans l’exemple, 70 à 75 Kg). Dans ce cas, si on souhaite une valeur modale, on peut :

· Prendre le centre de la classe modale (ici 72,5 Kg)

· Appliquer la méthode des diagonales (en rouge) l’intersection des diagonales donnant la valeur accès à une valeur en abscisse, plus précise (même si très empirique) :
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Elle permet de tenir compte de l’importance respective des classes de valeurs qui encadrent la classe modale en décalant le résultat de la valeur modale vers la classe adjacente la plus importante.
Dans l’exemple, comme il y beaucoup plus de personnes dans la tranche 75-80 Kg que dans la tranche 65-70, il parait probable que les individus de la tranche 70-75 se trouvent majoritairement plus vers 74 Kg que vers 72,5 Kg.

Le résultat le plus probable, en pesant une personne au hasard dans cette population, est sans doute plus 74 Kg que 72, 5 : c’est la valeur modale.

2. Médiane et Quartiles

Médiane : modalité du caractère qui partage la population de taille N en 2 sous-effectifs égaux. On la note Me.

De la même manière, on peut diviser la population totale en 4 sous-effectifs égaux. Ces 4 sous-effectifs sont délimités par trois valeurs appelées quartiles et notés Q1 (délimitant les 25 premiers %), Q2 (délimitant les 50 premiers %, donc égale à la valeur de la médiane), et Q3 (délimitant les 75 premiers % ou les 25 derniers). 

Grâce à ces valeurs, on peut réaliser une nouvelle représentation graphique, dénommée « boite à moustache » (la variable est cette fois-ci en ordonnée, il n’y a pas d’abscisses) : 
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Si la valeur Max = 98 Kg et Q3 = 85 Kg, cela signifie que les 25% les plus lourd de la population se situent entre 85 et 98 Kg

La boite à moustache permet  la mise en lumière immédiate de certains résultats.

Sur l’exemple ci-contre, on observe immédiatement que la médiane Me ne se trouve pas au centre de l’intervalle de valeur mais plus vers le bas.

De même, les 25% de valeurs les plus faibles apparaissent plus étalées que les 25% de valeurs les plus élevées.
PS : les valeurs ne correspondent pas au précédent exemple.

En pédiatrie, pour les courbes de poids et de taille, on divise la population en 100 sous-effectifs égaux. On définit alors 99 valeurs qui délimitent ces 100 sous-effectifs. On appelle ces 99 valeurs des percentiles.

Rq RL : pour comptabiliser le nombre d’intervalles il faut exclure le min et le max. 

Ex : 4 sous effectifs et 3 valeurs ( 25 %, 50 %, 75 %) car 0 et 100% sont exclus. 

3. La moyenne arithmétique

La moyenne arithmétique, notée  [image: image21.png]


, est un troisième paramètre qui permet de caractériser une tendance centrale. On distingue deux types de moyenne arithmétique :

a) La moyenne arithmétique non pondérée

On la définie par :
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Elle ne prend en compte que les valeurs prises par le caractère en ignorant la fréquence associées à chacune de ses valeurs : rarement très intéressant.
b) La moyenne arithmétique pondérée

Elle est utilisée en mathématique pour calculer un barycentre, ou en physique pour calculer les coordonnées d’un centre de gravité par exemple. On la définit comme :
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C’est tout simplement la formule que vous utilisez pour calculer votre moyenne annuelle : les xi sont vos notes dans chaque matière, les ni sont les coefficients des différentes matières associées à chacune de vos notes et N est la somme des coefficients, pour ramener une note sur 20.

Dans le cadre d’un caractère quantitatif continu, la répartition en classe de valeur (on a des intervalles à la place des xi) impose de remplacer chaque xi par le centre de chaque classe, qu’on notera ci.

Si on est plus royaliste que le roi, on remplacera les xi non pas par le centre de classe mais par le point déterminé grâce à la méthode des diagonales au sein de chaque classe de valeurs.
PS : il parait clair que la moyenne ne concerne que les caractères quantitatifs ! On évitera donc de dire que, « en moyenne », les gens ont les yeux marrons, mais « le plus fréquemment  » (notion de mode) les gens ont les yeux marrons. En moyenne les gens ont les yeux kaki !
4. La forme

La caractéristique de forme permet de réaliser une synthèse entre les caractéristiques graphiques et paramétriques.

Lorsqu’on accumule de nombreuses données, l’histogramme se lisse .

On peut réduire la taille des classes de valeurs, i.e. la largeur des rectangles, et le profil en marches d’escalier évolue vers une courbe lisse.
L’histogramme se lisse selon différentes modalités, qui se révèlent par différentes formes : 
Note RL : On obtient une courbe qui peut avoir trois allures différentes.
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· On dira de A qu’elle penche à gauche, en anglais on lira « right skewed » (effilée à droite)

· On dira de B qu’elle est symétrique : on parle alors de courbe en cloche ou courbe de Gauss ++++. On dira qu’elle suit une loi normale.
· On dira de C qu’elle penche à droite, en anglais on lira « left skewed » (effilée à gauche)

Si une courbe est gaussienne, on pourra appliquer les règles de Laplace-Gauss qui nous permettront d’aller plus loin.

Quand les données recueillies ne suivent pas une distribution gaussienne (courbes A et C) (i.e. selon une courbe de Gauss), on le voit immédiatement sur la boite à moustache : le Q2, ou Me, n’est pas au milieu de la boite. 

Pour aller plus loin, on ajoutera alors des transformations logarithmiques avec des moyennes géométriques.
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Relu par : Sandra GUILLOTTE
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